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Ci proponiamo di esporre una versione del principio di massimo per 
multiprocessi dovuta a Clarke e Vinter [2], [3]. Tale versione è nata dalla 


necessità di estendere il principio di massimo per problemi del tipo 


b 
f(a,b,x(a), x(b)) + Î L (t,x(t), u(t))dt > min 
a 


x(t) = o(t,x(t),u (1) q.d. su [a,b], 
u(t) e U(t) q.d. su [a,b], 
x(t) e Q(t) pera<t<b, 


(a,b,x(a), x(b)) e S, 


noto [4] per il caso in cui L(-,x,u) e d(-,x,u) sono supposte lipschitziane, al 
caso in cui tali funzioni si suppongono soltanto misurabili. In [4] era stato 
ottenuto un principio di massimo con tale generalità di ipotesi su L e $ solo 
nel caso in cui l'intervallo [a,b] di definizione delle funzioni x(-) e u(-) fosse 
costante. Ora si aggiungono alle condizioni che figurano in tale principio di 
massimo ulteriori condizioni che tengano conto della variabilità dell'intervallo 
[a,b] e che sono formulate mediante un nuovo concetto di "traccia in un 


punto" per una funzione misurabile. 


Definizione 1. Sia I un intervallo aperto in R, siatoe Iesiag:I+ 
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RD misurabile. L'insieme 


ess g(t)= {xe RPI p({te Illtiol<£, Ig(t)-xl <£})>0 perognie > 0} 
t>to 


si dice insieme dei valori essenziali di gin to. 


Osserviamo che se g = h q.d., allora g e h hanno gli stessi valori 


essenziali, se g ha limite a sinistra e a destra g(to +), allora 


ess g(t = {g(to-), £(t0 +)}. 
t>9to 


e in particolare che se g è continua in to, allora 


ess g(1) = {g(to)}. 
t>to 


Sussistono anche le seguenti proposizioni (cfr. [1], [2]). 


Proposizione 1. Siano ICR, QCR® aperti e sia data la funzione h: 


TxQ + R taleche 


Q3x + h(t,x) è continua uniform. rispetto a t, 
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13t+ h(t,x) è misurabile per ogni x. 


Allora la multifunzione 


Ix (23 (tx) > ess h(s,x) 
s9t 


ha il grafico chiuso. Se si suppone inoltre 


U ess Ih(s,x)l limitato, 
(t,x)e IxQ s-# 


allora ha grafico chiuso anche la multifunzione 


IXQ 3 (t,x) + co ess h(s,x). 
sit 


Qui coA indica l'involucro convesso nell'insieme A. 


Proposizione 2. Se g : I R è essenzialmente limitata, ess g(s) è 
sot 


chiuso e si ha 


esslimsup g(s)=min ess g(s), 
st Non! 


270 


esslimsup g(s) = max ess g(s), 
sit sit 


dove 


essliminf g(s)= lim max{ye RIg(s)=2yq.d. su Jt-e,t + £[} 
sit EDO+ 


e una anloga definizione vale per esslimsup g(s). 
sit 


Per il problema considerato all'inizio facciamo le seguenti ipotesi 


U è un boreliano in R_ x R9, 

Q è un aperto in R x R", 

S è un chiuso in {(a,b,x,y) e RxRxR"xR" a < b), 

f è localmente lipschitziana in RKRxR"xR", 

d (,x,-)è D x 9 misurabile per ogni x, 

Id (tu) < K per (t,x,u) e Rx A(1) x U(t), 

Iò (x,u) - © (t,y,u)l < Klx-yl per (t,x,u), (t,y,u) e Rx) x U(1), 


con K = costante, dò = ($,L), $: RxR"xRM — RD, 


L: RxR? x RN + R, U(t) = {ue RMI(t,u) e U}, e poniamo 
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H(t,x,u,p,À) = p. @(t,x,u) - A L(t,x,u). 
Il principio di massimo di cui si è detto è espresso dal seguente 


Teorema 1. Se x*:[a*,b*] > RP assolutamente continua e u*: 
[a*,b*) > RM misurabile è una soluzione del problema considerato, allora 
esistono i numeri reali A e {0,1}, ho, hi e la funzione p : [a*,b*] > RN 
assolutamente continua tali che 

A+ lp(b*)1>0, 

-p(t) e dxH(t,x*(t), u*(t), pt), 1) q.d. su [a*,b*], 


H(t, x*(t), u*(t), p(t),))= max H(t,x*(t), v, p(t), A) q.d.su fa*,b*], 
ve U(t) 


ho e co ess_sup H(t,x*(a*),v,p(a*),A), 
toa* ve U(t) 


hj € co ess sup H(t,x*(b*),v,p(b*),À), 
tob* ve U(t) 


(ho, h1, p(a*), -p(b*)) e Ng (24) + Adf(2*), — 


essendo z* = (a*,b*,x(a*), x(b*)), Ns il cono normale a S [4] e df il 


272 


gradiente generalizzato di f [4]. 
Per la dimostrazione rimandiamo a [3] e [5]. 
In [5] è provato un teorema più generale relativo a un problema in cui 


figurano anche vincoli di stato. 
Esempio 1. Consideriamo il problema 


1 
-T x(T) + f o(t)u(t)dt > min 
(o) 


x(t) = -x(t) + u(t) q.d. in {0,T], 
u(t) e [0,1] sl 
x(0)=0 , O<T< To (To>2) 


con la funzione a(-) del tipo 


1 
=per0<t<2 
en?" 


o pert>2 


In [3] si determina la funzione y(T) = minimo a tempo T costante e si 
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prova che y(-) ha un minimo locale per T=2 see solo se a > 5/4. D'altra 
parte dal Teorema 1 si ottiene che, affinchè T = 2 sia tempo terminale per una 
soluzione x*(-), u*(-), è necessaria la condizione & > S/A. 

Introduciamo ora i multiprocessi [2]. Sono dati: 

gli interi positivi k, mi, u per1<is<k, 

le funzioni è; : RxR%; x R; — Rn 


le funzioni Lj : RxR®i x RMj > R 


k 
la funzione f: ALI (RxRxR%;xR%;) > R, 
1= 


gli insiemi U; c R x Ri 


gli insiemi Xj © R x RNi 


: dall k i 
Conveniamo di indicare con (ai,bi,...};_, o anche semplicemente con 


{ai,bi,...} il punto ((a1,b1,...), (a2,b2,...),....(ak,bk,...)). 


Definizione 2. Diciamo multiprocesso un punto fai.bi,xi(-), ui(-)} 
tale che 
ajsbi, | 
Xi(:): [aj,bi] > RDi assol. continua, 
ui(*): [ai,bi] > Ri misurabile, 


xi(1) = di(txi(1), xi(1), ui(1)) qui. su [a;bi], 
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u;(t) e Ui(1) t 
xi(6) e Xi) Ù 


Supponiamo che i dati verifichino le seguenti condizioni: 
(H1) per ogni x e RN, le funzioni gi(-,k,-) e Li(-,x,°) sono BxB 
misurabili, dove 3(13) rappresenta la classe degli insiemi misurabili secondo 
Lebesgue (Borel); 
(H2) Uj e B (R x Ri) (boreliano); 
esiste una costante K tale che, posto di = (d;,Li), riesca 


(H3) | Òi (t,x,u)l < K per (t,x,u) € RxXi(t)xUi(t), 


(H4) I @i(t,x,u) - di(t,x,u)l <Klx-x' per 
(t,x,u) e (t,x',u) e Rx Xi(t) x Ui(1); 


(HS) f è localmente lipschitziana. 


Consideriamo il problema 


k bi 
f({ai,bi,xi(a),xi(bi)}{ 1) + di j Li(t,x;(t),u;(t)dt + min 
1= EH 
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(P) {ai.bi,xi(-), xi(bi)}L, = multiprocesso, 


(aisbi,xi(a;),xi(bi)}, e S, 
dove S è un assegnato insieme chiuso tale che 


k 
Sc {aj,bj,pj.gi} € 1 RR) aj<bj per 1<Si<k} 
1= 


Poniamo 


Hi(t,x,u,p,À.) = p - di(t,x,u) - ALi(t,x,u), 


hi(t,x,p,À)= sup Hi(t,x,u,p,AÀ.) 
ue Vi(t) 


Allora si ha il seguente 


3 * _* * * % . 
Teorema 2. Sia fa;,b., x;j(-), ui())i, una soluzione per il 


problema (P) tale che 


grafico di x:(-) c interno di X;, 1<i<k. 


Sotto le ipotesi (H1)-(H5), esistono i numeri reali 
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Z e (0,1}, Bi ki per 1<i<kele funzioni 
Di (*): [a{,b:] — RNi assolutamente continue tali che 
4 * * *_* 
- pi(t) e dx Hi (1,5; (1), u; (1), pi(1),4) q.d. su [a; ,b.], 


Hi(tx/0), u/(0, pi, 2) = hi(tx; 0), pi(1), 2) Ù 


he co ess hi(tx: (a ), pi(a:)A), 


ke co ess hit (bi), Pilb; ), A), 
tb; 


1 


(hi, kî, pi(a;), - pi (b;)) e Ns(2*) + M(2*), 
k * 
R+ 2 lpi (bi) >0, 


d È Ae * * * * * k . A x F ; 
ove z* = {a;, bj, x; (a; ), x; (b; )};=1 , Ns e of indicano rispettivamente il 


cono normale a S e il gradiente generalizzato di f secondo Clarke [4]. 


Se le funzioni dj, Li e gli insiemi U; non dipendono da t, allora si può 


aggiungere alle precedenti la condizione 


hi = ki = hi tx;(1), pi(1),A) pera <t<b;. 
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In [2], [3] la dimostrazione viene ricondotta a un teorema analogo 


formulato, in [2], per multiprocessi relativi a inclusioni differenziali del tipo 


(0) 


f({ai,bi,xi(2i),xi(bi)}{, ) > min 


xi(t) e Fi(t,xi(t)) q.d. su [a;,bi], 


xi(t) e Xi(t) per ogni t in [a;,bi], 


(ai,bixi(ai),xi(b)}f, e S, 


con le ipotesi (H1)-(H4) sostituite dalle seguenti: 


(H'1) 
(H"2) 
(H'3) 
(H'4) 


Fi(t,x) # 2 convesso chiuso c R per (t,x) e R x RN, 
Fi(-,x) è misurabile per ogni x e RN, 

Fi(t.x) c KB per ogni (t,x) e Xi, 

Fi(t,x) < Fi(t,x') + K Ix-x' B per (t,x), (t,x') e Xi, 


dove K è una costante e B = {x ix < 1}. 


Hi(t,.x,p) = max{p.ulue Fi(tx)}, 1<is< k, 
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si ha il seguente 
Teorema 3. Sia (a sbi,x;(-) } i una soluzione del problema (Q) tale 


che 
grafico di x(-) c interno di Xj, 1<i<k. 


Se sono soddisfatte le ipotesi (H'1)-(H'4), (HS) e se S è chiuso, esistono i 
numeri reali À = 0, hi ki e le funzioni assolutamente continue pi(-): la; sb; 


+ RRì tali che 


IO. È 0) e dx p Hitx/ (0, pi) — q.d. su [a;,bi], 


he coess Hi(tx;(a;), pi(a;)), 
ta; 


ki € co ess Hi(t,x/(b:), pi(b;), 
tb; 


(hi, Kî, pi(a)) - pi 6)}E, e Ns(2*) + Af2*), 
k Li 
R+ Llpi0)I=1, 
1= 


* ko ko * * 
essendo z* = {a., b., x; (a), x:(b;)}. 
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La dimostrazione è contenuta in [2]. Qui ci limitiamo a quella parte di 
dimostrazione relativa ai "valori essenziali". 

Con procedimenti più o meno standard (Cfr. [4]) si trasforma il 
problema (Q) in uno dello stesso tipo, ma con in più le seguenti condizioni 


soddisfatte: 


a) XD grafico di x;(-) +2eB, e>0; 
k 

b)  f({ai,bi, pi, qi}) = E fi gi, 
1= 


con fi e RN costanti; 
* * * x % £ 
c) {a b;,x;(:)} è l'unica soluzione per il nuovo problema. 


Si pone 


X; = grafico di x(.) + eB, 


I =[a;-e, bi +e], 


C= (ai, Bi. Emi, 


e si considera il problema 
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k 
> fi - xi(bi) > inf = V(0) 


xj(-) : I + RR! lipschitziana, 
xi(t) e Fi(t,xi(1)) q.d. su [abi] < I, 
(Q(0) xi(t) = 0 q.d. su Ii \{aj,bi], 
grafico di xj(-) C Xi, 
Cai.bi,xi(ai), xibi)} 2, € S +0. 
Per questo problema si ha il seguente 
Lemma 1. Se esiste qualche traiettoria ammissibile per (Q(C)), allora 
V(0) = minimo. 
Sia 


k 
NL, VG) = E fi * Xnj (bn;). 
i= 
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Allora 
i) esistono una soluzione {ai,bi,xi(-)} per (Q(C)) e una 
sottosuccessione della successione {an;, bn;, xnj(-)} (che indichiamo con gli 


stessi simboli) tali che 


ani + ajbn; > Xnj (() > xi() unif. su I; 
n-00 


ii) se inoltre 


G=0 e VG) + V(0), 


allora si ha {a;,bj,xi(:)} = (af, bî, x° ()}. 


iii) epi V = {(G,r)lr> V(0)} è chiuso. 


Definizione 3. Il vettore v # 0 si dice perpendicolare al chiuso C nel 


punto c € C (in simboli v.LC in c) se esiste una costante M > 0 tale che 
v- (c-c) £ Mle'-cl? per ogni c'e C. 


La ragione della denominazione è 


dovuta al fatto che 
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Vv | < le - (+! 


z 


per ogni c' e C. 


Ricordiamo le seguenti proprietà delle perpendicolari [4]. 


Lemma 2. Esiste un sottoinsieme denso della frontiera di C che 


possiede perpendicolari a C in ogni suo punto. Si ha inoltre 


ddc(c) = co({o} U { lim ri | o#sviLCincj > c)) 
j300 : j>o00 


Nc(c)= y rodc(c) (chiusura), 
r=20 


essendo dc(c) = inf{lc'-cl | c'e Cc). 


Per il lemma 1, epi V è chiuso e quindi il punto frontiera (o,V(0)) è 
limite di una successione Cn, V(Gn)+òn) di punti frontiera di epiV nei quali 
esiste un vettore perpendicolare vn # 0. 

Lemma 3. Sia o # v = ({hij, -ki, -Gi, t)k, , <A) perpendicolare a epiV 


in (€, VO + 8), sia (ai, bi, xi()} soluzione del problema (Q(0) tale che 
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grafico di Xi () © interno di Xi 


e sia inoltre (ai, bi, xi (a;), xi (b)}E, =5+È,5e S. 


. MI ; Di... 
Allora esistono le funzioni assolutamente continue Pi()I + R ‘ tali che 


i) 


ii) 


iti) 


iv) 


Vv) 


vi) 


vii) 


(- pi (1), xi(6) e a (t), pi(t)) q.d. su [a;,bj], 
{0,0} q.d. su I; \[aj,bi] 


Pi(a) = 91, 
Pi(bi) = ti - Mi, 


hj € coess Hi(t,xi(2i), Pi(a;)), 
ta; 


kie coess Hi(t,ti (bi), pi (bi)), 
t>b; 


{-hi, ki, Gi, mi, e | {-hi, ki, 0j, -ti} las (3), 


k _ 
i+ 2 lpi bi | >0 
E 
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Se 5>0,se Sese {aj,bi, xi(-)} soddisfa tutte le condizioni in (Q(C)) 


a eccezione dell'ultima, si ha 


k 
V({ai,bi,xi(a;), xi(bi)} - 5) £ DA fi- xi (bi) 
1= 


e quindi 


k 
({ai,bi,xi(ai), Ki(bi)} - 5, E, fi-xi (bi) +d)e epi V 
= 


e, dalla definizione di perpendicolare, 
(vii) 0<-v [fai bixi(2)xi(bi)}-9) - (ai bi,xi (i), xi(b)} - 9), 
k pe n 
3, fi- Gcicbi) xi ©) + 3-3] +M- |[...}|2 = 
1= 
= [{-hj,kj;Gi, - ti} -({a-a;bj-bi,xi(a))-xi(2i),xi(bi)-x(bi)} - 


n k a n 
-(s-8)) +4 3 ficcbi ibi) +M8-5)] +M |[...]]2 
1= 


Se poniamo nella formula (vili) 


aibi,xi ()} = (ai, bi, xi ()}, 
otteniamo 
{-hi, Ki, Gi, -Ti) + (s - 5) -A (8-3) <M(Is-sl2 + (3 - 82) 
Se poniamo anche s = s, otteniamo 
0<X(8-3)+M(6-3)2, v8>0 


e quindi A. > 0. 


Se invece poniamo è - è, otteniamo 
{-hi, ki, Gi, -Ti}t Sins 


e di qui segue, per il Lemma 2, la condizione (vi). 


Ora fissiamo i e poniamo nella formula (viii) 
s=s,8=ò, aj=a;,b;=b; per 1<j<k, 


xj() = x; (-) per j#1i. 
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Se 2; < bi , Otteniamo che 

xi () : [ai, bl > R"i 
è soluzione di un problema di tipo (Q) con k = 1, con estremi 2; e bi fissi, 
senza vincoli agli estremi e con f di classe C!, per il quale è noto ([4], 
Corollario 2 al Teor. 3.2.6) che esiste pi : la; ; bi] — Ri assolutamente 
continua verificante le condizioni i), il), iii). 

Se 2; = bi otteniamo 

0 < [(0;-tr+2fî) - (xi(@;) - xi(a)] +M [[...}]? 
Di qui segue 

0=0;-t+4f; 
e qindi possiamo porre 


pi(@) = 01 = ti - Mi = pi(bi) 


e avere ancora soddisfatte le condizioni i), ii), iii). 


Fissiamo ancora i e poniamo in (vili) 


s=s,6=d,a;=a; per 1<j<k, 
xj()=xj() per j#i. 
Se aj < bi, poniamo 


en l 0<rx< bi- a; 


Xi(t) = Xi (t) per aj Sts bi - I, 
e otteniamo 
0 <[-rki + (Af; - ti) - Gi(bi-1) - xi (6))] +M Î[...312. 


Si ha ora Mfj - Ti = - Pi(bi), 
“i Pelu se BR -, È 
“Pi(bi) - (xi(b-t-xi(bi )) { pilbi) - xi0 dt, 
bi 


xi(1) e F(tXi0) c F;tXi(b;)) +K | xi(t) - xi(bi) |B, 
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pi(bi) - x(t) < max pi . (0) u +K [pid] ki® - xi ®)l 


ue Fi(t,x;j b.) 
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(0) - x; (bl < î e (OI dt < (b;-)K < rK, 
î 


se bj-r<t<b;,e quindi 


bi SURE - 2 
[J<-rk+ f Hi(txibì), pi(bi)) dt+K2 [pibi)|r2. 


bi-r 


Si ha anche 


IcJl <r(lki + [piop] -K) = Ki 


e quindi 


: ha n î _ 
Ì i 
kiS7 | Hi(txibi), pi(bi))dt+r (2 |piò;)| + ME) 


bi -r 


e infine 


(ix) ki£ liminf — | Hi(txi(bi), pi(bi)dt 


r>o+ - 
bj-r 
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Sempre nell'ipotesi ai < bi, cerchiamo un "buon prolungamento" della 
traiettoria xi(-) a destra di bj. Per noti teoremi di selezione misurabile [1], [4], 


esistono bi e la funzione p misurabile tali che 


5 * 
bi< bj<b. +e, 


[bi, bi 3t> @() e Fit, xi(di)), 
pi(bi) - 91) = max{pi(bj) - u/u e Fi(t, xi(b)} = Hi(tX(®)) , pi ©;)). 
Posto 


È ; 
nO=xi(bi) + | 9(s)ds , biStS<bi, 
bi 


si può applicare un classico teorema di Filippov [1], [4], eventualmente dopo 


aver diminuito bj, per affermare che esiste É(-): [bi, bj] > R°i assolutamente 


continua tale che 


Em e FitEM) q.d. su[b;, bil, 
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Eb) =xi(bi) , 
grafico di $(-) c Xi o 
Sia - 2 K(bi-di) 
[lE -n@|ar<K2 di - by e SO 
bi 
Poniamo ora 
d3adj, 
xi(t) = xi(1) per a; StS bi, 


xi(t) = É() per bi stéhb= bi +1 


e otteniamo dalla formula (viii) (ricordiamo che continua ad essere s=s , è = 


d,xi()=xj()per j#i) 
0 < [Kir - (ti-Afj) - (E(bi+r) - &(6;)] +M I[...]1? 


Sihat;-Afi = pi(bi), 


- - = bi+r - e 
Pi(bi) - (6(bi +r)- E(b)) = | pi(bi) - É(bdt= 
bi 
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bi +r = . bi +r > - î 
= |  Pilb) nOd+ | pid) EO-N0)at, 


bi bi 
IL.JI <rK1 (K} costante) 
e quindi 


1 Di +r SURE È 2 = 
s | Hi(t,xi(bi), p(b;i))dt < kj + Mr Kj + Ipi(bil K2 rekr 


bi 


Pertanto si ha 


. 1 bi+r È & 
(x) limsupp > | Hi(txi(bi), pi(b))dt <k; 
r->0+ - 
bi 
Da (ix) e (x) segue (v) (Cfr. [1], Lemma 1.1). 
In modo analogo si ottiene (iv), sempre nel caso di a; < bi. 
Se a; = bi = Ci, si possono ancora fare "buoni prolungamenti" di xi(-) a 


sinistra di aj e a destra di bj e si ottiene ancora (x) e inoltre 


; si A ‘ 
(xi) his liminf = | Hi(txi(ci), pi(ci)dt. 
r>0+ Cir 
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Affinchè (xi) e (ix) coincidono e quindi valgono (iv) e (v) basta provare che 


hi = ki. Per questo poniamo 
xi(t) = xi) = xi(c;) per ci<St<cj+r (o<r piccolo) 
e otteniamo da (viii) (ricordiamo che s = $,. 0) 
o S [-hir + kr] +M |[...3]?2 
e di qui segue 
kjs hi. 
In modo analogo si ottiene hj £ ki. 


Infine si ha 


k 
O<M A+ 2 (il + ll +10] + ISO) 
1= 


e dalle ipotesi fatte, dalle affermazioni del lemma già provate e dal lemma di 


Gronwall segue 
ihil <Kipi(ajl, ki <K Ipi(bi)l, 


Ivi <Ipi(bjl +2.1fjl, 
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Pi) <K ipi)i q.d. su [a;, bi], 


o A bi-ai l 
Io;l = Ipi(a;)l < Ipi(bi)! ek iù 


Pertanto si ha, con una certa costante K >, 


. ko. 
0<IvI <K(A+ DI Ipi(bi)l) 
i= 


e così è completata la dimostrazione del lemma. 
La dimostrazione del Teorema 3 si ottiene applicando il Lemma 3 alle 


successioni 
epi V 3 (Gn, V(Gn) + Sn) + (0, V(0)), 


0#Vnt epi Vin (Gn, V(m) + èn) 
€ passando al limite per mezzo del Lemma 1 e della Proposizione 1. 
Successioni di questo tipo esistono, per il Lemma 1 e il Lemma 2. 

Rientrano fra i problemi di tipo (P) i problemi di controllo impulsivo 


con al più k-1 salti; infatti basta aggiungere le condizioni 


bi=a+1 perl1<i<k-1 
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alle altre che figurano in (P). Su [3] è particolarmente studiato il casok=2. 


Per concludere consideriamo due applicazioni. 


Esempio 2. Consideriamo il problema 


do 


T 
Î + min 
o Vi(x(0) 


T 
mi 
v2(x(0)) 
i 
x(t)= u(t) q.d. su [0,T], 
lu)l=1 " 
x(0) = X0; x(1) E pp ’ x(T) = XxX) 
OSTST, 
con x(-) assolutamente continua su [0,T], u(-) misurabile, v;,v2 RP > R 
localmente lipschitziane e positive, X chiuso, xo € X1 costanti. 
Questo è un problema di tipo (P) con 


S = {((a,b,p,g), (a',b',p',a'))/a=0<b=a'Sb' , p=xXo, 


q=p' e Z,q'=x1}. 
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Se n = 3, si può interpretare (principio di Fermat) una soluzione x(-) 
del problema considerato come traiettoria di un raggio luminoso che parte da 
Xo; SÌ propaga con velocità vj in un mezzo isotropo (non omogeneo) fino al 
tempo 1 in cui raggiunge X e successivamente si propaga con velocità v2 in un 
altro mezzo isotropo fino al tempo T in cui raggiunge x]. 
In [3] si prova che dal Teorema 2 segue che ogni soluzione (t,T,x(.): 
[0,T] > R"), cond <7t<T, è di classe C1 su [O,t[ e su ]t,T], che esistono 
x(T-) e x(t+) e che esiste d e Nx(x(1)) per cui si ha 


x(t+) x(0) 


va) viR) 
Se d =0, di qui segue 

Vi(x(T) = v2(x(©) e x(1-)= x(t+) 
Se d #0 invece si ha 


Î) x(t), x(t+), d sono complanari; 


sen Bj — sen 07 


vI(K() va(x(1)) 


ii) 
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con 0 < 6j <7 e 
d- x(t-)=ld cos 91,d- x(t+)=ldi cos 82. 
Esempio 3. Consideriamo il problema 


t T 
do ed - j e-St [1 x1(t)-c1] u(t)dt - f e-St [r2x2(t) - c2] uz(t)dt + min 
o t 


x1(t) = Fi(xi(1) - 01x1(t)u(t) =—q.d. su [0,7], 
x2(t) = F2 (x2(t)) - 02.x2 (But)  q.d. su [t,T], 
0<u(t)<1 q.d. su [0,T], 
x1(0)=x1, x2(1) = Z(1), 

OSt£I, 


con z (-):[0,€] +R. taleche 
z(t)=F2(z(0) per OStS<tTt, z(0)=x2, 


e con xi(-) funzioni a valori reali. 
Anche questo è un problema di tipo (P). 
In [3] viene presentato come un modello per il migliore sfruttamento di 


un allevamento di due diversi tipi di popolazioni animali di dimensioni x;, con 
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funzioni di crescita naturale F;, prezzi unitari di vendità T;, frazione di 


popolazione raccolta Giu(t),... ecc.. 


Dal Teorema 2 si ottiene, fra l'altro, la seguente condizione 
TT x2(T)-c2 = TIXI(1) - CI + Sdo + eST p2(1) 02 x2 (1), 
conseguenza del legame posto frai valori essenziali dalla condizione di 


trasversalità. Almeno in line adi principio, la condizione ottenuta può essere 


usata per determinare il tempo T. 
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